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泰勒展开式在物理化学中的应用
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摘要：物理化学是整个化学学科和化学工艺学的基础理论课程之一，其主要内容包含两大部分，一是基

本理论，二是科学方法。泰勒展开式是常用的数学公式之一，在处理复杂问题时非常有用。本文介绍了

泰勒展开式在推导克拉佩龙方程、凝固点降低公式及开尔文公式中的应用，总结了使用泰勒展开式获得

热力学函数之间关系式的基本思路，为泰勒展开式在物理化学中的应用提供一定参考。
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The Application of Taylor Series Expansion in Physical Chemistry
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Abstract: Physical chemistry course is one of the basic theories of chemical science and chemical

technology. The main contents of physical chemistry include two parts, the basic theories and scientific

methods. The Taylor series expansion is one of the commonly used mathematical formulas. It is useful

when dealing with complex problems. In this paper, the Taylor series expansion is introduced in the

derivation of the Clapeyron equation, the freezing-point depression formula and the Kelvin formula. The

basic idea of using Taylor series expansion to obtain the relationship between thermodynamic functions

is summarized. This work provides a reference for the use of Taylor series expansion in physical chemistry.
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解决实际问题的目标函数往往是比较复杂的，为了使问题简化，往往希望用一些简单的函数来近

似地表达目标函数。用多项式表达的函数是我们都非常熟悉的函数，只要对自变量进行有限次加、

减、乘三种算术运算，便能求出它的函数值来。因此我们常用多项式来近似表达目标函数。如果目标

函数足够平滑的话，在已知目标函数在某一点的各阶导数值的情况下，泰勒展开式即可以用这些导数

值作系数，构建幂级数来近似表达目标函数在这一点的邻域中的值。即如果一元函数 f(x)在含有 x0的

某个开区间(a, b)内具有直到n + 1阶的导数，则对任一x ∈ (a, b)有：

f (x) =
f (x0)
0！

+
f'(x0)
1！

(x － x0) +
f''(x0)
2！

(x － x0)
2 + ∙∙∙ +

f
(n)

(x0)
n！

(x － x0)
n + Rn(x) (1)

式(1)称为 f(x)在含 x0处的泰勒展开式，也就是用含有(x － x0)的多项式来近似表达函数 f(x)。其中 f (n)(x)

表示 f(x)的n阶导数，Rn(x) =
f

(n + 1)
(ξ)

(n + 1)！
(x － x0)

n + 1 (ξ是x0与x之间的某个值)称为泰勒展开式的余项[1]。
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例如，函数y = ln(1 + x)在x = 0的泰勒展开式如下：

ln(1 + x) = x －
1
2

x2 + 1
3

x3 + ∙∙∙ +
(－1)n

n + 1
x

(n + 1)
(| |x < 1) (2)

对于二元函数 f(x, y)在(x0, y0)处进行泰勒展开，有：

f (x,y) = f (x0,y0) + é
ë
ê

ù
û
ú(x － x0)

∂
∂x

+ (y － y0)
∂
∂y

f (x0,y0) +

1
2！

é
ë
ê

ù
û
ú(x － x0)

∂
∂x

+ (y － y0)
∂
∂y

2

f (x0,y0) +∙∙∙ (3)

实际上，当 x和 x0非常接近时，泰勒展开式中第三项及其以后的多项式值很小，在误差允许范围

内往往将其忽略，只取前两项，这使得问题变得很简单。

例如，在统计热力学中，计算转动配分函数qV = e
－ΘV/(2T)∑

i = 0

∞

e
－iΘV/T

时(ΘV = hν/k，称为粒子的振动特

征温度)，设e
－ΘV/T

= x，则有：

qV = e
－ΘV/(2T)

(1 + e
－ΘV/T

+ e
－2ΘV/T

+ ∙∙∙ ) = e
－ΘV/(2T)

(1 + x + x2 + ∙∙∙ )

0 < x < 1，应用泰勒展开式(2)，并舍去二次以上的高次项，即得：

qV = e
－ΘV/(2T) 1

1 － x
= e

－ΘV/(2T)

1 － e
－ΘV/T = 1

e
ΘV/(2T)

－ e
－ΘV/(2T) = 1

e
hυ/(2kT)

－ e
－hυ/(2kT)

由此可见，泰勒展开式使复杂的计算变得简单。类似的处理方法在统计热力学及量子力学中经常用到[2,3]。

在物理化学中，泰勒展开式在处理热力学函数时也非常有用。在低压气体和稀溶液系统中，通常

可以通过泰勒展开式将某些热力学函数表示成一些较容易测量的物理量的级数关系。如气体的压缩因

子Z可以表示为压力p或摩尔体积Vm的级数关系，摩尔定压热容Cp,m可以表示为温度T的级数关系：

Z = 1 + Bp + Cp2 + Dp3 +

Z = 1 + B'
Vm

+ C'
V 2

m

+ D'
V 3

m

+

Cp,m = a + bT + cT 2

热力学函数之间的关系在生产中和物理化学的学习过程中都非常重要。我们经常会碰到求两个热

力学函数之间的关系这样的问题，初学者往往找不到切入点，而教材中的推导并没有给出解决此类问

题的普适方法，这给初学者的学习带来很大的困难。因物理化学中涉及的热力学函数在其自变量的取

值范围内都是连续的，可将作为因变量的热力学函数摩尔吉布斯函数Gm和化学势μ在已知的自变量

值处进行泰勒展开，再利用Gm和μ的一阶偏导数，可获得作为自变量的热力学函数之间的关系式。

本文总结了使用泰勒展开式解决此类问题的普适方法，现举例说明。

1 泰勒展开式在推导克拉佩龙方程中的应用

欲求两相平衡时系统的压力p与温度T之间的关系，可借助下列方法。

设纯物质B的α相与β相在恒定温度T、压力p下处于平衡：

B(α,T,p) ⇌ B(β,T,p)

Gα
m(T,p) = G

β

m(T,p)

将上述平衡系统的温度T变为T + dT，要使系统仍维持两相平衡，则压力p必须相应地随之变化，设

压力变成p + dp。两相在新的温度(T + dT)、新的压力(p + dp)建立新的平衡：

B(α,T + dT,p + dp) ⇌ B(β,T + dT,p + dp)

Gα
m(T + dT,p + dp) = G

β

m(T + dT,p + dp) (4)

应用二元函数泰勒展开式(3)，将式(4)等号两边的函数在(T, p)处展开，并忽略展开式中第三项及

∙∙∙

∙∙∙
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以后的项得：

Gα
m(T,p) +

é

ë
ê

ù

û
ú

∂Gα
m(T,p)
∂T

p

dT +
é

ë
ê

ù

û
ú

∂Gα
m(T,p)
∂p

T

dp = G
β

m(T,p) +
é

ë
êê

ù

û
úú

∂G
β

m(T,p)
∂T

p

dT +
é

ë
êê

ù

û
úú

∂G
β

m(T,p)
∂p

T

dp (5)

由于Gα
m(T,p) = G

β

m(T,p)，
é

ë
ê

ù

û
ú

∂Gm(T,p)
∂T

p

= －Sm，
é

ë
ê

ù

û
ú

∂Gm(T,p)
∂p

T

= Vm，式(5)可化简为：

－S α
mdT + V α

mdp = －S
β

mdT + V
β

m dp (6)

(此后的化简过程和教材类似[2]。)

将式(6)整理得：

(S
β

m － S α
m)dT = (V

β

m － V α
m)dp

令Δ
β

α Sm = S
β

m － S α
m，Δ

β

αVm = V
β

m － V α
m

则有：Δ
β

α SmdT = Δ
β

αVmdp

即：

dp
dT

=
Δ

β

α Sm

Δ
β

αVm

(7)

又因Δ
β

α Sm =
Δ

β

α Hm

T
，带入式(7)得：

dp
dT

=
Δ

β

α Hm

TΔ
β

αVm

(8)

式(8)为表达两相平衡时系统的压力 p与温度 T之间的关系式，即克拉佩龙方程。以上推导过程中，

式(6)是使用泰勒展开式及Gm的一阶偏导数获得的，思路清晰。

2 泰勒展开式在推导凝固点降低公式中的应用

在一定外压p下，溶剂A中溶有少量溶质B形成稀薄溶液。从溶液中析出纯溶剂A的温度即为稀

薄溶液的凝固点(记做Tf)，它低于纯溶剂A在同样外压p下的凝固点T *
f 。凝固点降低值以DTf表示。下

面从相平衡关系式出发，使用泰勒展开公式推导DTf与溶液的组成bB (质量摩尔浓度)之间的定量关系。

由相平衡关系知，外压为p时，对于纯溶剂A液、固两相共存时，有：

μA(l)(T
*
f ,xA( )l ) = μ*

A(s)(T
*
f ,xA( )s )

在同样外压 p下，当加入少量溶质B形成稀薄溶液，此时，液固两相溶剂A的组成分别改变了

dxA(l)和dxA(s)，凝固点变为T *
f + dT，在此条件下，液、固两相共存，则有：

μA(l)(T
*
f + dT, xA( )l + dxA( )l ) = μ*

A(s)(T
*
f + dT, xA( )s + dxA( )s ) (9)

应用多元函数泰勒展开式(3)，将式(9)等号两边的函数在(T *
f ,xA( )l )处展开，并忽略展开式中第三项

及以后的项，得到：

μA(l)(T
*
f ,xA( )l ) +

é

ë
êê

ù

û
úú

∂μA(l)(T
*
f ,xA( )l )

∂T
x

A( )l

dT +
é

ë
êê

ù

û
úú

∂μA(l)(T
*
f ,xA( )l )

∂xA( )l
T

dxA( )l =

μ*
A(s)(T

*
f ,xA( )s ) +

é

ë
êê

ù

û
úú

∂μ*
A(s)(T

*
f ,xA( )s )

∂T
x

A( )s

dT +
é

ë
êê

ù

û
úú

∂μ*
A(s)(T

*
f ,xA( )s )

∂xA( )s
T

dxA( )s (10)

式 (10) 中 μA(l)(T
*
f ,xA(l)) = μ*

A(s)(T
*
f ,xA(s)) ， 固 相 中 xA(l) = 1， 所 以

é

ë
êê

ù

û
úú

∂μ*
A(s)(T

*
f ,xA(s))

∂xA(s)
T

dxA(s) = 0 ， 又
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é

ë
êê

ù

û
úú

∂μA(l)(T
*
f ,xA(l))

∂T
x

A( )l

= －S *

m,A(l)
，
é

ë
êê

ù

û
úú

∂μ*
A(s)(T

*
f ,xA(s))

∂T
x

A( )s

= －S *

m,A(s)
，则式(10)化简为：

－S *

m,A(l)
dT +

é

ë
êê

ù

û
úú

∂μA(l)(T
*
f ,xA(l))

∂xA(l)
T

dxA(l) = －S *

m,A(s)
dT (11)

(此后的化简过程和教材类似[3]。)

又因为μA(l) = μ*
A(l) + RT ln xA(l)，则

∂μA(l)(T
*
f ,xA(l))

∂xA(l)

= RT 1
xA(l)

，带入式(11)，得：

－S*

m,A(l)
dT + RT

dxA(l)

xA(l)

= －S*

m,A(s)
dT

即：

－S *

m,A(l)
dT + RTd ln xA(l) = －S *

m,A(s)
dT

RTd ln xA(l) = (S *

m,A(l)
－ S *

m,A(s)
)dT =

Δfus H
*
m,A

T
dT

d ln xA(l) =
Δfus H

*
m,A

RT 2 dT (12)

将式(12)两边进行定积分，即：

∫1x
A( )l d ln xA(l) = ∫T *

f

Tf Δfus H
*
m,A

RT 2 dT

ln xA(l) = －
Δfus H

*
m,A

R
( 1
T f

－
1

T *
f

) = －
Δfus H

*
m,A

R
(
T *

f － T f

T f T *
f

)
(13)

将 lnxA(l) = ln(1 － xB)应用泰勒展开式(2)得：

ln(1 － xB) ≈ －xB = －
nB

nA + nB

≈ －
nB

nA

= －
nB

mA MA

= －bBMA (14)

将式(14)带入式(13)，令ΔT f = T *
f － T f ，常压下Δfus H

*
m,A ≈ Δfus H

⊖
m ,A，并认为T f T *

f ≈ (T *
f )2，式(13)可化简

为：

ΔT f =
R(T *

f )2MA

Δfus H
⊖

m,A

bB

令K f =
R(T *

f )2MA

Δfus H
⊖

m,A

，称为凝固点降低系数，则：

ΔT f = K f bB (15)

式(15)即为凝固点降低公式。

3 泰勒展开式在推导开尔文公式中的应用

温度为T时，液体B(l)在平面上与其饱和蒸气呈平衡，饱和蒸气压为 p*。此时两相化学势相等，

即平液面：

B(l)(p*) ⇌ B(g)(p*)

μB(l)(p*) = μB(g)(p*)

同样温度 T下，将液体B(l)分散为半径为 r的小液滴，再次达到气液两相平衡，饱和蒸气压为

p*
r。此时必须考虑小液滴所受的附加压力Δp =

2γ
r

(γ为液体的表面张力)，对于液相压力变为

p*
r +

2γ
r
。气液两相平衡时，两相化学势相等，即小液滴：
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B(l)(p*
r +

2γ
r

) ⇌ B(g)(p*
r)

μB(l)(p*
r +

2γ
r

) = μB(g)(p*
r) (16)

应用一元函数泰勒展开式(1)将式(16)在(p*)处展开，得到：

μB(l)(p*) +
é

ë
êê

ù

û
úú

∂μB(l)(p*)
∂pl

T

dpl = μB(g)(p*) +
é

ë
êê

ù

û
úú

∂μB(g)(p*)
∂pg

T

dpg (17)

因μB(l)(p*) = μB(g)(p*)，所以式(17)化简为：

∂μB(l)(p*)
∂pl

dpl =
∂μB(g)(p*)
∂pg

dpg

Vm(l)dpl = Vm(g)dpg (18)

(此后的化简过程同参考文献中的方法[4,5]。)

假设蒸气为理想气体，Vm(l)不随压力而改变。式(18)两边进行定积分得：

∫p*

p*
r +

2γ
r Vm(l)dpl = ∫p*

p*
r RT

pg

dpg

Vm(l)(p*
r +

2γ
r

－ p*) = RT ln
p*

r

p* (19)

由于
2γ
r

>> p*
r + p*，所以Vm(l)(p*

r +
2γ
r

－ p*) ≈ Vm(l)

2γ
r
，又Vm(l) = M

ρ
，因此，式(19)可变为：

ln
p*

r

p* =
2γVm(l)

RTr
=

2γM
RTρr

(20)

式(20)为表达小液滴的饱和蒸气压p*
r和水平液面液体的饱和蒸气压p*的关系式，即开尔文(Kelvin)公式。

同理，在物理化学课程中，还可以利用泰勒展开式推导描述二级相变平衡关系的埃伦菲斯

(Ehrenfest)方程，描述液体饱和蒸气压p(g)与气体所受外压p(l)之间的关系式和固体表面的吸附热力学

中压力p和温度T之间的关系式。

4 结 论

本文阐述了利用泰勒展开式求热力学函数之间的关系式的方法。解决问题的基本思路可总结为：

(1) 将Gm或μ表示为自变量的函数；

(2) 利用相平衡关系得到联系两相Gm或μ的等式；

(3) 将Gm或μ在已知的自变量值处进行泰勒展开；

(4) 将Gm或μ的一阶偏导数带入展开后的等式，进行化简，得到表达自变量关系的式子。

此方法和教材中的方法殊途同归，但更容易理解，而且切入点非常明确，思路清晰，可作为处理

该类问题的普适方法。
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